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高速高精度固定角度旋转 ＣＯＲＤＩＣ算法的设计与实现

张朝柱，韩吉南，燕慧智
（哈尔滨工程大学，黑龙江哈尔滨１５０００１）

　　摘　要：　固定角度旋转的ＣＯＲＤＩＣ（ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＲｏｔａｔｉｏｎＤｉｇｉｔａｌＣｏｍｐｕｔｅｒ）算法已经广泛的应用于高速数字信号处
理、图像处理、机器人学等领域．针对固定角度旋转ＣＯＲＤＩＣ算法在相位旋转过程中，存在数据吞吐率较高、占用硬件
资源较多且资源消耗量大等缺点，提出了利用混合ＣＯＲＤＩＣ算法，将角度旋转分为单向角度旋转和一次角度估计旋转
两部分．本文根据欠阻尼理论，将固定角度旋转采用单向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法实现，减少了流水线的级数和迭代符号位
的判决，然后通过对角度估计旋转的二进制表示，修正常数因子，再根据角度映射关系进行相关处理，完成高速高精度

坐标旋转．最后在硬件平台上进行了仿真实验．实验结果表明，在误差范围一定的前提下，混合算法进一步的减少了迭
代次数，并且资源消耗较低，提高了数据吞吐率．
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１　引言

　　Ｖｏｌｄｅｒ提出的坐标旋转数字计算方法（ＣＯＲＤＩＣ）以
其运算及硬件结构简单和多能性而倍受关注，并已广

泛应用于信号处理领域．针对其实现的硬件结构，国内
外学者也进行了大量研究［１～４］．在近期的研究工作中，
乘法器的设计与实现成为了其在数字信号处理领域的

一个新热点［５～８］．但是对于固定相位旋转的设计与实现

的研究较少．
固定旋转角度的 ＣＯＲＤＩＣ算法已经广泛的应用在

高速数字信号处理、机器人学、动画片等领域．在高速数
字信号处理领域，数字控制振荡器ＮＣＯ（ＮｕｍｅｒｉｃａｌＣｏｎ
ｔｒｏｌｌｅｄＯｓｃｉｌｌａｔｏｒ），是数字下变频的重要组成部分．机器
人的平行移动通过小角度的旋转，从而完成坐标值的

连续叠加［６］．计算机图形中关键帧的插入可以采用固
定旋转角度的ＣＯＲＤＩＣ旋转［８］．
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为了解决ＣＯＲＤＩＣ算法中由于迭代次数较多，从而
处理时间增加的问题，目前国内外一些学者致力于减

少算法的延时．文献［９］提出了一种基于控制理论的任
意角度旋转方法，但是以迭代次数的增加为代价．在文
献［１０，１１］中，由于每一次迭代会产生更多的位数，高
进制数的ＣＯＲＤＩＣ算法减少了迭代次数，然而 Ｓｎ的判
定增加了循环迭代的时间．文献［１２］提出了预测旋转
方向，并针对误差进行分析和消除，具有速度快等优点，

但是并没有给出使用各种硬件结构实现此种算法的效

果，更没有将实验结果进行比对．文献［１３］提出了基于
相位旋转估计的改进混合式ＣＯＲＤＩＣ算法，提高了输出
数据精度，但是迭代次数依然较多，并且硬件资源的一

半以上完成的是移位寄存器的操作．

２　传统ＣＯＲＤＩＣ算法
　　１９５９年，Ｖｏｄｅｒ提出 ＣＯＲＤＩＣ算法，１９７１年 Ｗａｌｔｈｅｒ
统一了该算法的形式，Ｍｅｙｅｒｂａｓｅ第一次利用 ＦＰＧＡ实
现了该算法［１４］．其基本思想是从起始点（ｘｉ，ｙｉ）按照一
定的相位不断进行矢量旋转，逐步逼近最终点（ｘｊ，ｙｊ）．
其向量旋转示意图如图１所示．

根据极坐标知识和图１易得：
ｘｊ
ｙ[ ]
ｊ

＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ

ｘｉ
ｙ[ ]
ｉ

（１）

　　从起始位置到终点位置的旋转过程可以通过多步
来实现，每步只旋转一定相位，则：

ｘｎ＋１
ｙｎ[ ]
＋１

＝
ｃｏｓθｎ －ｓｉｎθｎ
ｓｉｎθｎ ｃｏｓθ[ ]

ｎ

ｘｎ
ｙ[ ]
ｎ

（２）

把ｃｏｓθｎ提取出来，式（２）可重写为：
ｘｎ＋１
ｙｎ[ ]
＋１

＝ｃｏｓθｎ
１ －ｔａｎθｎ
ｔａｎθｎ[ ]１

ｘｎ
ｙ[ ]
ｎ

（３）

为了便于硬件实现、简化运算，每次旋转的相位设

为 θｎ＝ａｒｃｔａｎ（２
－ｎ），并需要保证总的旋转相位 θ

＝∑ Ｓｎθｎ，其中Ｓｎ＝±１．这样就有：ｔａｎθｎ＝Ｓｎ２
－ｎ，代

入式（３）可得：
ｘｎ＋１
ｙｎ[ ]
＋１

＝ｃｏｓθｎ
１ －Ｓｎ２

－ｎ

Ｓｎ２
－ｎ[ ]１

ｘｎ
ｙ[ ]
ｎ

（４）

ｃｏｓθｎ可以通过在最终结果上乘一个已知的常数Ｋ来
加以消除．例如，当迭代次数Ｐ＝１６时，且｜θ｜≤π／４，有：

Ｋ＝∏
１６

ｎ＝１
ｃｏｓθｎ＝∏

１６

ｎ＝１
ｃｏｓ（ａｒｃｔａｎ（２－ｎ））

＝∏
１６

ｎ＝１
（１－２－２ｉ）－１／２ （５）

所以，在相位旋转过程中，ｃｏｓθｎ项可以不予考虑，
最后得到旋转迭代公式为：

ｘｎ＋１
ｙｎ[ ]
＋１

＝
１ －Ｓｎ２

－ｎ

Ｓｎ２
－ｎ[ ]１

ｘｎ
ｙ[ ]
ｎ

（６）

引入参数ｚ，用来判断迭代何时结束，ｚｎ＋１＝ｚｎ－θｎ，
ｚ０＝θ．这样当 ｚｎ＜θ时，Ｓｎ＝－１；当 ｚｎθ时，Ｓｎ＝＋１．
如果（ｘｉ，ｙｉ）＝（ｘ０，ｙ０）＝（Ｋ，０），（ｘｎ，ｙｎ）第 Ｐ次迭代将
收敛于（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）．ＣＯＲＤＩＣ算法的收敛性满足收敛定
理［１５］．对传统 ＣＯＲＤＩＣ算法的计算精度进行全面的分
析后，得到 ＣＯＲＤＩＣ算法的迭代次数 Ｐ和相位精度
Δθｍｉｎ之间的关系式：

Ｐ－ｌｏｇ２［ｔａｎ（Δθｍｉｎ）］ （７）
式中，Δθｍｉｎ＝２π／２

Ｎ，Ｎ为输入相位数据ｂｉｔ宽度．

３　单向固定角度旋转ＣＯＲＤＩＣ算法

３１　单向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法
根据传统的ＣＯＲＤＩＣ算法，迭代Ｐ次后的剩余角度

值为：

Ａｎｇｐ＝Ａｎｇ－∑
ｐ

ｎ＝０
Ｓｎａｒｃｔａｎ（２

－ｎ） （８）

由于ａｒｃｔａｎ（２－ｎ）为 ｎ的单调递减函数，本文用比
较典型的二阶控制系统作为理论模型来讨论 ＣＯＲＤＩＣ
算法的收敛方式．一个典型的二阶控制系统的传递函

数设为Ｇ（ｓ）＝ Ｋ
Ｓ（Ｓ＋Ｔ），其闭环的阶跃信号响应为：

Ｓ（ｔ）＝

１－１
β
ｅ－ξｗｎｔｓｉｎ（ｗｎβｔ＋），ξ＜１

１－（１＋ｗｎｔ）ｅ
－ｗｎｔｓｉｎ（ｗｎβｔ＋），ξ＝１

１－１
β
ｅ－ξｗｎｔｓｉｎｈ（ｗｎβｔ＋ψ），ξ









 ＞１

（９）

这里，ξ＝ ｐ
２槡Ｋ

，ｗｎ＝槡Ｍ，β＝ ｜１－ξ２槡 ｜，＝ａｒｃｔａｎ（β／

ξ），ψ＝ａｒｃｔａｎｈ（β／ξ）．在 ξ１时，二阶系统的瞬态过程
具有单调上升的特性．如果ＣＯＲＤＩＣ算法的收敛特性为
临界阻尼或者过阻尼，那么其收敛特性较欠阻尼更快．
单向旋转 ＣＯＲＤＩＣ算法将旋转方向限制在 Ｓｎ＝＋１，０
或Ｓｎ＝－１，０．本文将旋转方向限制在 Ｓｎ＝＋１，０．例
如，当旋转角度为２３３４５°时，单向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法的
旋转过程为：

　２３３４５＝１４０３６２４＋７１２５０２°＋０°＋１．７８９９１°＋０°

６８４
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　＋０．４４７１６°＋０．２２３８１°＋０．１１１９１°
≈２３．３４２８４

图２给出了传统的 ＣＯＲＤＩＣ算法与单向旋转
ＣＯＲＤＩＣ算法的角度收敛曲线图，初始相位为２３３４５°．
图３和图４给出了单向旋转 ＣＯＲＤＩＣ算法中不同的旋
转角度所需迭代次数的仿真图，相位的位数１６位，角度
从０００６９９°～９０°，样本数为８９９７２１．

由仿真结果可知，与传统的基于流水线结构的

ＣＯＲＤＩＣ算法相比，平均迭代次数减少了２９４１％．
３２　一次角度估计的单向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法

假设ＣＯＲＤＩＣ算法的输入相位长度为Ｎ，迭代次数
为Ｐ，则旋转相位θ可表示为：

θ＝∑
Ｐ－１

ｎ＝０
Ｓｎθｎ ＝∑

Ｐ－１

ｎ＝０
Ｓｎａｒｃｔａｎ（２

－ｎ） （１０）

式中，Ｓｎ＝±１．
随着旋转系数 ｎ的增加，ａｒｃｔａｎ（２－ｎ）逼近 ２－ｎ，根

据文献［１２］，当 ｎｍ＝「（Ｎ－ｌｏｇ２３）／３?，满足 ａｒｃｔａｎ

（２－ｎ）≈２－ｎ．通过式（７）可知 ＣＯＲＤＩＣ算法的迭代次数
为ＰＮ－２，取Ｐ＝Ｎ－２．式（１０）可重新表示为：

θ＝∑
Ｎ－３

ｎ＝０
Ｓｎθｎ ＝∑

ｍ＋１

ｎ＝０
Ｓｎａｒｃｔａｎ（２

－ｎ）＋∑
Ｎ－３

ｎ＝ｍ＋２
Ｓｎ２

－ｎ（１１）

迭代ｍ＋２次后，剩余旋转相位总和为∑ θｎ，

∑ θｎ＝∑
Ｎ－３

ｎ＝ｍ＋２
Ｓｎ２

－ｎ＝Ｓｍ＋２２
－ｍ－２＋Ｓｍ＋３２

－ｍ－３＋…

＋ＳＮ－３２
－Ｎ＋３＜２－ｍ－１ （１２）

此时，实际剩余相位为 ｚｍ＋２，按照传统 ＣＯＲＤＩＣ算法的

理论，ｚｍ＋２≈∑ θｎ，由此得 ｚｍ＋２＜２
－ｍ－１．在第 ｍ＋３次

旋转时，引入新的旋转相位 珓θｍ＋２＝ｍ＋２，ｍ＋２是 ｚｍ＋２的
绝对值，珓θｍ＋２＜２

－ｍ－１．为了防止旋转角度超过（－π／２，
π／２），此算法做了如下判断：ｔａｎ珓θｍ＋２＝珘Ｓｍ＋２珓θｍ＋２，其中当
ｚｍ＋２＜０时，珘Ｓｍ＋２＝－１；当 ｚｍ＋２０时，珘Ｓｍ＋２＝＋１．带入
式（３）可得：
ｘｍ＋３
ｙｍ[ ]
＋３

＝ｃｏｓｍ＋２
１ －珘Ｓｍ＋２珓θｍ＋２

珘Ｓｍ＋２珓θｍ＋２[ ]１
ｘｍ＋２
ｙｍ[ ]
＋２

（１３）

本次旋转完之后，剩余相位为０，过程结束．Ｎ位输入
相位经过ｍ＋２次迭代得到一个Ｎ位２进制数Ｗ，即此时
的剩余相位ｚｍ＋２．而珓θｍ＋２也由Ｎ位２进制数表示为：

Ｔ＝∑
Ｎ－１

ｉ＝０
Ａｉ２

ｉ＝ＡＮ－１２
Ｎ－１＋ＡＮ－２２

Ｎ－２＋…＋Ａ０２
０（１４）

式中，Ａｉ＝１或０；当 Ｗ［Ｎ－１］＝０时，Ａｉ＝Ｗ［ｉ］，当 Ｗ
［Ｎ－１］＝１时，Ａｉ为Ｗ的每一位值取反最后加一．

由相位实际值和它的Ｎ位二进制表示值的比例关
系，可得：

珓θｍ＋２＝２πＴ／２
Ｎ＝珘Ｔ／２Ｎ （１５）

从式（１５）可见，当珘Ｔ确定后，易得 珓θｍ＋２．在硬件实现中，
需要对珘Ｔ进一步进行如下处理，

珘Ｔ＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｂｉ２

ｉ＝２πＴ＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ａｉ２

ｉ（２２＋２０＋２－２＋２－５＋２－９）

（１６）
式中，Ｂｉ＝１或０．

得到 珘Ｔ各位值后，带入式（１５）．考虑到 珓θｍ＋２ ＜
２－ｍ－１，进一步简化得：

珓θｍ＋２＝∑
Ｎ－ｍ－２

ｉ＝０
Ｂｉ２

ｉ－Ｎ＝ＢＮ－ｍ－２２
－ｍ－２＋…＋Ｂ１２

１－Ｎ＋Ｂ０２
－Ｎ

（１７）
联立式（１３）和式（１７）得：

　
ｘｍ＋３
ｙｍ＋

[ ]
３

＝
ｘｍ＋２－珘Ｓｍ＋２·∑

Ｎ－ｍ－２

ｉ＝０
Ｂｉ２

ｉ－Ｎ·ｙｍ＋２

珘Ｓｍ＋２·∑
Ｎ－ｍ－２

ｉ＝０
Ｂｉ２

ｉ－Ｎ·ｘｍ＋２＋ｙｍ＋









２

（１８）

式中，珘Ｓｍ＋２＝±１，Ｂｉ＝１或０．
由上可看出，一次相位估计ＣＯＲＤＩＣ算法将传统的

７８４
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旋转相位集｛ａｒｃｔａｎ２０，ａｒｃｔａｎ２－１，…ａｒｃｔａｎ２－ｍ－１，…，
ａｒｃｔａｎ２－Ｐ｝简化为｛ａｒｃｔａｎ２０，ａｒｃｔａｎ２－１，…，ａｒｃｔａｎ２－ｍ－１，
珓θｍ＋２｝．虽然增加一次移位加法运算，但是与传统的
ＣＯＲＤＩＣ算法相比，减少了Ｎ－ｍ－３次旋转．

最后，随着流水线级数的减少，常数系数 Ｋ需要重
新规定，即：

Ｋ^＝∏
ｍ＋１

ｎ＝０
ｃｏｓ（ａｒｃｔａｎ（２－ｎ）） （１９）

此时把初始值设为：（ｘ０，ｙ０）＝（^Ｋ，０），按照上述过
程，最后（ｘｍ＋３，ｙｍ＋３）将收敛为（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）．由于是固定
角度旋转，所以 Ｋ^值可以根据所要旋转的角度值预先
计算出迭代次数和每一级的旋转角度值．图５和图６给
出了基于旋转相位估计的单向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法中，不
同的旋转角度与迭代次数的仿真图，相位的有效位数

１４位，角度从０００６９９°～９０°，样本数为８９９９３１．
由仿真结果可知，迭代次数同样近似服从高斯分

布，与传统的基于流水线结构的 ＣＯＲＤＩＣ算法相比，平
均迭代次数至少减少了７５８２％．

４　固定角度旋转的硬件设计与实现
　　本文实现高速高精度固定角度的ＣＯＲＤＩＣ算法的

硬件结构图如图７所示．表１为固定角度旋转 ＣＯＲＤＩＣ
算法输出端的象限映射表．

　　图８～图１０分别给出了三种 ＣＯＲＤＩＣ算法的硬件
结构，表２对三种算法的硬件结构进行了对比．基于相
位估计的单向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法采用高效流水线结构，
需要３次单向相位旋转，１次估计相位旋转．在高速高
精度的数控振荡器模块中，设定每次固定旋转角度为

２３３４５°，可知单向旋转次数为三次，通过３２节的计算
可知，珓θ３＝２

－８＋２－９＋２－１０，最后一级流水线单元只需３
个加减法器、６个移位寄存器和一个相位系数存储器，
且无需旋转方向判定．

８８４
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表１　固定角度旋转ＣＯＲＤＩＣ算法输出端的象限映射表

相位的

最高三位
相位操作 相位范围 正弦输出 余弦输出

００ 不变 （０，π／４） ｙ ｘ

０１ 减去１４′ｈ１０００ （π／４，π／２） ｘ ｙ补

１０ 减去１４′ｈ２０００ （π／２，３π／４） ｙ补 ｘ补

１１ 减去１４′ｈ２ＦＦＦ （３π／４，π） ｘ补 ｙ

表２　硬件结构比较

算法

数据宽度（位）

移位

寄存器

是否需要

符号位判决

迭代

次数

单向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法 １２ 否 ６

相位估计ＣＯＲＤＩＣ算法 １６ 是 ６

相位估计的单向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法 １２ 否 ４

５　系统仿真与验证
　　本文根据图８～图１０所示硬件结构，在不同相位宽
度的条件下，将本文算法与现有的ＣＯＲＤＩＣ算法进行资
源使用量，旋转相位后的相位误差、坐标位置误差进行比

较．硬件描述语言采用 Ｖｅｒｉｌｏｇ语言，基于 ＥＰ２Ｃ８Ｑ２０８Ｃ８
芯片和ＱｕａｒｔｕｓⅡ软件平台搭建模块进行系统级仿真．

设定每次固定旋转角度为２３．３４５°．将本文所提出
的ＣＯＲＤＩＣ算法与其他几种算法的使用资源进行对比，
如图１１、１２所示．通过图１１、１２可知，各种算法的资源
使用量都是随着相位宽度的增加而增加；在相同的相

位宽度下与其他几种ＣＯＲＤＩＣ算法相比，相位估计的单
向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法资源消耗量最少．

将文所提出的ＣＯＲＤＩＣ算法与其他几种算法的固
定角度旋转理论值与实际值进行比较，误差统计结果

如表３所示．通过比较可知，在相同的数据宽度下，相
位估计的单向旋转 ＣＯＲＤＩＣ算法输出的坐标位置误差
最大．但是随着数据宽度的增加它的误差范围将被缩
小，当数据宽度增加到１８以上时，坐标位置误差将被控

制在（－６×１０－４，６×１０－４）内，说明本文的所提出的算
法在减少迭代次数的基础上，保证了输出正余弦数据

的精度．

６　结束语
　　针对固定角度旋转 ＣＯＲＤＩＣ算法在相位旋转过程
中，存在数据吞吐率较高、占用硬件资源多且资源消耗量

大等缺点，提出了利用混合ＣＯＲＤＩＣ算法．将本文算法与
现有的ＣＯＲＤＩＣ算法进行资源使用量、旋转相位后的相
位误差、坐标位置误差进行比较，实验数据表明，当数据

宽度增加到１８位以上时，该算法将误差控制在（－６×
１０－４，６×１０－４），迭代次数、逻辑资源使用量以及寄存器
资源使用量较现有的算法有了较为明显的减少．

表３　坐标位置误差值比较

算法

数据宽度（位）

１４ １６ １８ ２２ ２４

Ｘ Ｙ Ｘ Ｙ Ｘ Ｙ Ｘ Ｙ Ｘ Ｙ

传统流水线结构ＣＯＲＤＩＣ算法 ２．９７ｅ４ ８．３１ｅ４－４．１６ｅ５ ５．８７ｅ５ ２．１２ｅ６ ５．１２ｅ６ ４．１８ｅ７ ２．３２ｅ６－１．２３ｅ７２．４７ｅ０７

单向旋转ＣＯＲＤＩＣ算法 ２．４７ｅ４ １．２８ｅ４ ８．０５ｅ５－２．３８ｅ６ ６．３５ｅ５ ６．１３ｅ６－９．１６ｅ７ ８．８６ｅ５ ２．９８ｅ６ ８．３７ｅ９

相位估计ＣＯＲＤＩＣ算法 ５．８６ｅ３ ９．５３ｅ３ １．９４ｅ５－３．６９ｅ４ ４．７８ｅ４ ３．５３ｅ４ １．６７ｅ４ ３．５８ｅ４－２．１５ｅ６ １．２８ｅ５

本文算法 ６．４７ｅ３ １．２３ｅ４ ５．３８ｅ４－２．９９ｅ３ ２．８５ｅ４ ５．２８ｅ４ ２．８７ｅ４ ５．３２ｅ４ ７．３９ｅ６－２．８５ｅ５
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